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De Turing à Chomsky
Langues, langages, machines et monoïdes



Page 2 / 40 Licence de droits d’usagePierre Senellart

22 avril 2026

Mots et langages

Machines de Turing

Équivalence syntaxique et automates

Automates à pile

Hiérarchie de Chomsky
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Définition
Un alphabet est un ensemble fini de symboles.

Définition
Un mot sur un alphabet Σ est une suite finie de symboles de Σ. La
suite vide (le mot vide) est noté 𝜀, l’ensemble de tous les mots
sur Σ, Σ*.

Exemple
Σ = {0, 1}. Des mots sur Σ sont 𝜀, 0, 1, 0001, 10101, etc.

Définition
Un langage sur un alphabet Σ est un ensemble de mots sur Σ, c.-à-d.,
une partie de Σ*.
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Alphabet : ensemble des caractères autorisés (voir la norme !)
a . . . z 0 . . . 9 - @. . .

Mots du langage
pierre.senellart@telecom-paristech.fr
toto@titi.com
bu@bi.bo.ba

Mots mal formés
a@b..com
blah
a@@b
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Alphabet : mots du dictionnaires (et leur formes fléchies)
chat chats manger mange manges mangeons mangerais. . .

Mots (phrases) du langage
le chat mange la souris
la souris mange le chat
le chat et la souris mangent le fromage

Mots (phrases) mal formés
le chat mange le souris
le chat mangent le fromage
la mange chat le
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Alphabet : ensemble des caractères autorisés
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 + − × / ( )

Mots du langage
1 + 2× (3− 4)

7× 3

1 + (2 + (3 + (4 + (5 + (6)))))

Mots mal formés
+

1 + (3×)

1 + (2 + (3 + (4 + (5 + (6))))
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Alphabet : mots-clefs, caractères spéciaux, caractères formant les
noms de variable, opérateurs, etc.

for { } x <= . . .

Mots du langage
for(i=0 ;i<3 ;++i) { printf("hello") ; }
do_something() ;
while(1) ;

Mots mal formés
printf("hello")
for( ;){}
"blah
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Soit Σ un alphabet.

Définition
La concaténation de deux mots 𝑢 = 𝑢1 . . . 𝑢𝑛 et 𝑣 = 𝑣1 . . . 𝑣𝑚 de Σ* est
le mot 𝑢 · 𝑣 (ou, plus simplement, 𝑢𝑣) formé de 𝑢1 . . . 𝑢𝑛𝑣1 . . . 𝑣𝑚.

Proposition
(Σ*, ·) est un monoïde non commutatif.

Démonstration.
· est associatif : 𝑢(𝑣𝑤) = (𝑢𝑣)𝑤

𝜀 est neutre pour · : 𝑢𝜀 = 𝜀𝑢 = 𝑢
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But : formaliser les problèmes suivants et y répondre

Comment donner une description compacte d’un langage ?

Comment reconnaître efficacement si un mot est dans un langage ?

Quelle est la complexité intrinsèque d’un langage ?
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Mots et langages

Machines de Turing

Équivalence syntaxique et automates

Automates à pile

Hiérarchie de Chomsky
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Modèle de calcul : formalisme pour décrire un langage de manière
compacte
La description d’un langage donné doit être :

finie
« implémentable », formée de règles de calcul que l’on peut
appliquer sans réfléchir pour déterminer si un mot est dans le
langage

Théorème
Un modèle de calcul donné ne permet pas de décrire tous les
langages possibles.

Démonstration.
Nombre dénombrable de descriptions finies

Nombre non dénombrable de langages possibles
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(Alan M. Turing)

Machine de Turing : transitions décrivant les actions
d’une tête de lecture/écriture sur une bande infinie

(Alonzo Church)

𝜆-calcul : définition et application de fonctions récur-
sives (inspiration des langages de programmation fonc-
tionnels)

(Stephen C. Kleene)

Fonctions récursives : fonctions définissables par un
ensemble d’opérations (constantes, récursion, compo-
sition, etc.)

(John von Neumann)

Machines à registres : code lisant et écrivant la valeur
de registres (variables) dans un ordre quelconque
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Théorème
Tous les modèles de calcul du transparent précédent sont
équivalents, c.-à-d., permettent de définir les mêmes langages.

Thèse (Church–Turing)
Ces modèles de calcul définissent exactement les langages qu’un
cerveau humain, ou que la nature, sont capables de calculer.
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Une machine de Turing (déterministe) est définie par :

un alphabet Σ et un alphabet de travail Γ ⊇ Σ

un symbole blanc ⊥ ∈ Γ ∖ Σ

un ensemble fini d’états 𝑄

un état initial 𝑞0 ∈ 𝑄 et un ensemble d’états finaux 𝐹 ⊆ 𝑄

une fonction de transition (partielle) : 𝛿 : 𝑄×Γ→ 𝑄×Γ×{←,→}

Une transition (𝑞, 𝛼) ↦→ (𝑞′, 𝛼′,←) se lit :
Quand la machine se trouve dans l’état 𝑞 et lit le symbole
𝛼 sous la tête de lecture/écriture, elle passe dans l’état 𝑞′,
écrit le symbole 𝛼′ et déplace la tête de lecture/écriture vers
la gauche.
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Une configuration d’une machine de Turing est :

le contenu d’une bande infinie (avec une infinité de ⊥ à gauche et
à droite)

la position de la tête sur la bande

un état courant 𝑞 ∈ 𝑄

𝑢1⊥. . . . . . 𝑢𝑛 ⊥ . . .

𝑞0

Configuration initiale pour 𝑢 = 𝑢1 . . . 𝑢𝑛

Le langage accepté par une machine de Turing est l’ensemble des mots
𝑢 tels que, si on part de la configuration finale pour 𝑢, on atteint un
état final en suivant les transitions.
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Σ = {𝑎, 𝑏}, Γ = {𝑎, 𝑏,⊥}, 𝑄 = {0 . . . 7}, 𝑞0 = 0, 𝐹 = {7}

𝛿 :

𝑎 𝑏 ⊥

0 1,⊥,→ 2,⊥,→ 5,⊥,→

1 1, 𝑎,→ 1, 𝑏,→ 3,⊥,←

2 2, 𝑎,→ 2, 𝑏,→ 4,⊥,←

3 5,⊥,← 6, 𝑏,← 7,⊥,←

4 6, 𝑎,← 5,⊥,← 7,⊥,←

5 5, 𝑎,← 5, 𝑏,← 0,⊥,→

𝑎 𝑏 𝑎⊥. . . ⊥ . . .

0

Accepté ! (palindromes)
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0

Accepté ! (palindromes)
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Σ = {𝑎, 𝑏}, Γ = {𝑎, 𝑏,⊥}, 𝑄 = {0 . . . 7}, 𝑞0 = 0, 𝐹 = {7}
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2
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Théorème (Church–Turing)
Il n’y a pas de machine de Turing qui accepte le langage des
machines de Turing dont le calcul termine sur toute entrée.

Modèle le plus général possible (thèse de Church–Turing)

Équivalence avec machines non-déterministes (plusieurs choix
possible par transition)

Même s’il s’arrête, le calcul d’une machine de Turing peut prendre
un temps arbitrairement long

Modèle trop général pour les langages simples !



Page 18 / 40 Licence de droits d’usagePierre Senellart

22 avril 2026

Mots et langages

Machines de Turing

Équivalence syntaxique et automates

Automates à pile

Hiérarchie de Chomsky
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On cherche à explorer la structure des langages, pour trouver une classe
de langages plus simple que ceux acceptés par une machine de Turing.

Un automate déterministe est défini par :

un alphabet Σ

un ensemble fini d’états 𝑄

un état initial 𝑞0 ∈ 𝑄 et un ensemble d’états finaux 𝐹 ⊆ 𝑄

une fonction de transition (partielle) : 𝛿 : 𝑄× Σ→ 𝑄

Une transition (𝑞, 𝛼) ↦→ 𝑞′ se lit :
Quand l’automate se trouve dans l’état 𝑞 et lit le symbole
𝛼, il passe dans l’état 𝑞′.

Le langage accepté par un automate déterministe est l’ensemble des
mots tels que la machine atteint, en suivant les transitions étiquetées
par 𝑢, un état final en partant de l’état initial.
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𝑞0

𝑞1 𝑞2
1

0
1

0

1

0

1001100

Accepté !

Langage : mots ayant un nombre pair de 0
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Définition
Deux mots 𝑢, 𝑣 de Σ* sont syntaxiquement équivalents à droite par
rapport à un langage 𝐿 s’ils ont les mêmes continuations dans 𝐿 :

∀𝑤 ∈ Σ*, 𝑢𝑤 ∈ 𝐿 ⇐⇒ 𝑣𝑤 ∈ 𝐿.

On note : 𝑢 ∼𝐿 𝑣 (clairement une relation d’équivalence).

Exemple
Si 𝐿 est le langage des expressions arithmétiques bien parenthésées :

(1 + 2) + ( ∼𝐿 (3×

𝜀 ∼𝐿 1+

𝜀 ̸∼𝐿 1
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Définition
Un langage 𝐿 est rationnel si Σ*/ ∼𝐿 (l’ensemble des classes
d’équivalence de ∼𝐿) est fini.

Proposition
∼𝐿 est compatible à droite avec la concaténation : si 𝑢 ∼𝐿 𝑣 alors
pour tout 𝑤 ∈ Σ* 𝑢𝑤 ∼𝐿 𝑣𝑤.

Corollaire
La concaténation à droite définit une action de monoïde de Σ* sur
Σ*/ ∼𝐿.
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Définition
L’automate minimal d’un langage rationnel 𝐿 est défini comme suit :

Σ est l’alphabet de 𝐿

𝑄 = Σ*/ ∼𝐿

𝑞0 est la classe d’équivalence de 𝜀 pour ∼𝐿
𝐹 est l’ensemble des classes d’équivalence de mots de 𝐿

𝛿 est l’ajout d’un symbole à droite sur Σ*/ ∼𝐿



Page 24 / 40 Licence de droits d’usagePierre Senellart

22 avril 2026

𝐿 est le langage des expressions arithmétiques sans parenthèses (p. ex.,
1, 1 + 2, 1 + 3× 4. . .). Classes d’équivalence pour ∼𝐿 :

𝑞0 : mot vide, mots de 𝐿 suffixés d’un opérateur

𝑞1 : les mots de 𝐿 (final)

𝑞2 : tous les mots sans continuation dans 𝐿 (1 + +, +×, etc.)

𝑞0 𝑞1𝑞2

0 . . . 9

+,×, /,−

0 . . . 9

+,×, /,−

0 . . . 9,+,×, /,−
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Théorème
Un langage 𝐿 est rationnel si et seulement s’il est accepté par un
automate déterministe. De plus, l’automate minimal de 𝐿 est
l’unique automate acceptant 𝐿 qui soit de taille minimale et dont
la fonction de transition est totale.

Démonstration.
⇒ L’automate minimal est un automate déterministe.

⇐ Soit 𝐴 un automate pour 𝐿 avec fonction de transition
complète ; on suppose sans perte de généralité que tous ses
états sont accessibles. On note 𝑢 ∼𝐴 𝑣 si l’état atteint par
𝐴 sur 𝑢 et 𝑣 est le même. Il est clair que 𝑢 ∼𝐴 𝑣 ⇒ 𝑢 ∼𝐿 𝑣

et le nombre de classes d’équivalences de ∼𝐴 est
exactement le nombre d’états de l’automate.
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Proposition
Le langage 𝐿 des expressions arithmétiques bien parenthésées n’est
pas rationnel.

Démonstration.
Supposons que 𝐿 soit rationnel et soit 𝐴 un automate déterministe
acceptant 𝐿. Soit 𝑘 le nombre d’états de 𝐿.
On considère le mot 𝑢 = (𝑘0)𝑘 ∈ 𝐿. Nécessairement, il existe un
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Σ* tels que 𝑢 = 𝑥𝑦𝑧, 𝑦 ̸= 𝜀, |𝑥𝑦| ≤ 𝑘, et 𝑥 et 𝑥𝑦 conduisent au
même état dans 𝐴 : comme il n’y a que 𝑘 états, dans les 𝑘 premières
transitions, on passe nécessairement deux fois par le même état.
Alors le mot 𝑥𝑧 est accepté par 𝐴 ce qui est absurde, puisqu’il contient
moins de parenthèses ouvrantes que de parenthèses fermantes.
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Modèle très simple, beaucoup de « bonnes » propriétés :
Existence d’un automate minimal
Clôture des rationnels par union, intersection, concaténation,
complémentation, itération

Équivalence avec machines non-déterministes (plusieurs choix
possibles par transition)

Si l’automate est donné, on peut déterminer si un mot est accepté
en temps linéaire

Beaucoup de langages que l’on veut pouvoir décrire ne sont pas
rationnels (expressions arithmétiques, palindromes)

Intermédiaire entre automates et machines de Turing ?
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Mots et langages

Machines de Turing

Équivalence syntaxique et automates

Automates à pile

Hiérarchie de Chomsky
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Un automate à pile (non-déterministe) est défini par :

un alphabet Σ et un alphabet de pile Γ

un ensemble fini d’états 𝑄

un état initial 𝑞0 ∈ 𝑄 et un ensemble d’états finaux 𝐹 ⊆ 𝑄

une relation de transition : Δ : 𝑄× (Σ∪ {𝜀})× (Γ∪ {⊥})×𝑄× Γ*

Une transition (𝑞, 𝛼, 𝛽) ↦→ (𝑞′, 𝑢) se lit :
Quand l’automate se trouve dans l’état 𝑞, lit le symbole 𝛼

(ou ne lit rien si 𝛼 = 𝜀), et le symbole 𝛽 est en haut de la
pile (ou la pile est vide si 𝛽 = ⊥), il passe dans l’état 𝑞′ et
remplace 𝛽 par 𝑢.
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Chaque configuration successive dans un calcul d’un automate à pile
est la donnée d’un état et d’une pile de symboles.

La configuration initiale est formée de l’état initial et de la pile vide.

Le langage accepté par un automate à pile est l’ensemble des mots 𝑢
tels que la machine peut atteindre un état final en suivant les
transitions étiquetées par 𝑢 à partir de la configuration initiale.
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𝑞0 𝑞1 𝑞2
𝜀, 𝑎, 𝑏

𝑎;⊥/𝐴

𝑎;𝐴/𝐴𝐴

𝑎;𝐵/𝐴𝐵

𝑏;⊥/𝐵

𝑏;𝐴/𝐵𝐴

𝑏;𝐵/𝐵𝐵

𝜀;⊥/⊥

𝑎;𝐴/𝜀

𝑏;𝐵/𝜀

Mot : ababa

Accepté !

B
A

Pile
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Plus expressif que les langages rationnels : palindromes,
expressions arithmétiques, syntaxe d’un langage de
programmation (sans vérifier la déclaration des variables)

Déterminer si un mot est accepté est faisable en temps polynomial

Non-équivalence avec machines déterministes (un seul choix
possible par transition)

Reste beaucoup de langages non exprimables : {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛 | 𝑛 ≥ 0},
langages de programmation avec variables. . .
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Mots et langages

Machines de Turing

Équivalence syntaxique et automates

Automates à pile

Hiérarchie de Chomsky
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Noam Chomsky (né en 1928), fondateur de la
linguistique moderne

A développé la notion de grammaire générative pour
les langages formels, et pour la langue naturelle

Hypothèse d’une grammaire universelle, pré-câblée
dans le cerveau humain, indépendante de la langue

Impact majeur en informatique théorique et
pratique, linguistique, traitement automatique de la
langue

Également philosophe et critique politique

Hiérarchie de Chomsky : classification des classes de langages formels,
par pouvoir d’expression et complexité de reconnaissance croissants,
avec modèles de calcul associés.
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Définition : langages finis

Exemples : {𝑎, 𝑎𝑎}, noms de pays du monde en français, numéros de
téléphone français, mots du dictionnaire. . .

Complexité de reconnaissance : linéaire en la taille du mot

Machine : trie (automate déterministe acyclique)
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Définition : langages reconnus par un automate déterministe (ou
ayant un nombre fini de classes d’équivalence structurelle)

Exemples : tous les langages de type 4, adresses e-mail, ensemble des
nombres pairs en base 10, lignes d’un fichier au format
CSV. . .

Complexité de reconnaissance : linéaire en la taille du mot

Machine : automate déterministe, automate non-déterministe
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Définition : langages reconnus par un automate à pile
non-déterministe (ou définis par une grammaire hors
contexte)

Exemples : tous les langages de type 3, palindromes, expressions
arithmétiques bien parenthésées, syntaxe de certains
langages de programmation sans variables, documents
XML. . .

Complexité de reconnaissance : polynomial en la taille du mot

Machine : automate à pile non-déterministe



Page 38 / 40 Licence de droits d’usagePierre Senellart

22 avril 2026

Définition : langages décrits par une grammaire générative
contextuelle (ou monotone)

Exemples : tous les langages de type 2, la plupart des phénomènes des
langues naturelles, {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛 | 𝑛 ≥ 1}, syntaxe des langages
de programmation avec déclaration de variables. . .

Complexité de reconnaissance : exponentiel en la taille du mot

Machine : machines de Turing linéairement bornées (interdiction de
dépasser les limites du mot initial sur la bande)
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Définition : langages acceptés par un des modèles de calcul
précédemment présenté

Exemples : tous les langages de type 1, le langage des machines de
Turing qui s’arrêtent sur toute entrée, les requêtes SQL
renvoyant un résultat sur au moins une base de données,
le langage de n’importe quel problème dont la résolution
nécessite un espace exponentiel en la taille de l’entrée. . .

Complexité de reconnaissance : non bornée (et pas de garantie de
terminaison)

Machine : machines de Turing déterministes, machines de Turing
non-déterministes, machines à registre. . .
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Une infinité non dénombrable de langages non semi-décidables :

le complément de n’importe quel langage semi-décidable mais non
décidable (p. ex., machines de Turing qui ne s’arrêtent pas)

beaucoup de langages qui n’ont pas de description intéressante
(quand ils en ont une, cette description peut souvent être utilisée
pour coder une machine de Turing !)
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Contexte public } avec modifications

Par le téléchargement ou la consultation de ce document, l’utilisateur accepte la licence d’utilisation qui y est attachée, telle que détaillée dans les
dispositions suivantes, et s’engage à la respecter intégralement.

La licence confère à l’utilisateur un droit d’usage sur le document consulté ou téléchargé, totalement ou en partie, dans les conditions définies ci-après et à
l’exclusion expresse de toute utilisation commerciale.
Le droit d’usage défini par la licence autorise un usage à destination de tout public qui comprend :
– le droit de reproduire tout ou partie du document sur support informatique ou papier,
– le droit de diffuser tout ou partie du document au public sur support papier ou informatique, y compris par la mise à la disposition du public sur un
réseau numérique,
– le droit de modifier la forme ou la présentation du document,
– le droit d’intégrer tout ou partie du document dans un document composite et de le diffuser dans ce nouveau document, à condition que :

– L’auteur soit informé.

Les mentions relatives à la source du document et/ou à son auteur doivent être conservées dans leur intégralité.

Le droit d’usage défini par la licence est personnel et non exclusif.
Tout autre usage que ceux prévus par la licence est soumis à autorisation préalable et expresse de l’auteur : sitepedago@telecom-paristech.fr
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